1. eloadas

Logikai mlveletek. Bizonyitasi mddszerek: direkt bizonyitas, indirekt bizonyitas, teljes indukcid,
skatulyaelv.

Logikai muveletek, kvantorok

Az allitas vagy kijelentés olyan kijelent6 mondat, amelyrdl egyértelmtien eldonthetd, hogy igaz (i)
vagy hamis (h), ezt a mondat logikai értékének nevezziik.

Kijelentésekbol logikai miiveletek segitségével Ujabb kijelentéseket allithatunk 6ssze, amelyeket
értéktablazatok segitségével is megadhatunk.

1) “nem” (negacio, tagadas): az A allitds tagaddsa pontosan akkor igaz, ha A hamis. Jele: 7 A.

Al-A
i h
h i

2) “és” (konjunkcio): az “A és B” allitds pontosan akkor igaz, ha az A és a B allitas is igaz. Jele:
ANAB.

3) “vagy” (diszjunkcio): az “Avagy B” allitas pontosan akkor igaz, ha az A és a B allitas koziil
legalabb az egyik igaz. Jele: Av B.

4) “ha akkor” (implikacid): a “ha A, akkor B” allitds pontosan akkor igaz, ha az A és a B éllitas is
igaz, illetve ha az A allitds hamis és a B allitas tetsz6leges. Jele: A= B (vagy A — B).

5) “akkor és csak akkor” (ekvivalencia): a “ha A, akkor és csak akkor B” 3llitads pontosan akkor
igaz, ha az A és a B allitas koziil egyszerre mindkett6 igaz vagy mindkett6 hamis. Jele: A < B (vagy
A« B).
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Sziikséges és elégséges feltétel

Az A = B llitas esetében, azaz ha az A teljestilése esetén biztosan teljesiil B is, azt mondjuk, hogy
az Aallitas a B allitasnak elégséges feltétele, illetve a B allitas az A allitasnak sziikséges
feltétele.
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Mas szohasznalattal: A implikalja B-t. A maga utan vonja B-t. Ahhoz, hogy A teljesiiljiin, sziikséges,
hogy B fennalljon. Ahhoz, hogy B teljesiiljon, elegendd, hogy A fennalljon. Az A csak akkor teljesiil,
ha B is teljesiil.

Az A < B llitas esetében (azaz A = B és B = A is teljesiil) azt mondjuk, hogy az A allitas a B
allitasnak sziikséges és elégséges feltétele.

Kvantorok

Hasznélatos a “minden” széra a v, a “létezik” vagy “van olyan” kifejezésre a 3 jelolés is, ezeket
kvantoroknak nevezziik.

A “minden A-raigazB” (V A: B) tagadasa: “van olyan A, amelyre nemigazB” (3 A: - B).
A “vanolyan A, amelyre igaz B” (3 A: B) tagadasa: “minden A-ra nem igaz B”, vagy “egyik A-ra sem
igazB” (V A: 7 B).

Példaul: Allitas: Minden nap esik az es8. Tagadas: Van olyan nap, amikor nem esik az esé.
Allitas: Van olyan nap, amikor tévét nézek. Tagadas: Egyik nap sem nézek tévét.

Az A= Bllitas “ha akkor” helyett a “minden” széval is megfogalmazhaté.

Példaul: Allitas: Ha péntek van, akkor moziba megyek. Ugyanezt jelenti: Minden pénteken moziba
megyek.

Tagadas: Van olyan péntek, amikor nem megyek moziba. Ugyanezt jelenti: Péntek van és nem
megyek moziba.

Feladatok

1. Ertéktablazatok segitségével igazoljuk a kdvetkezd azonossagokat:

a
b
c
d

ANBVC)=(AAB)V(AAC),illetve Av (BAC)=(AVB)A(AV ()

De Morgan-azonossagok: 7 (A A B) = "Av - B,illetve"(Av B) = "AA "B
A=B="AVB

A= B = (A= B) A (B=A)

- —

= —

2. Tagadjuk a kovetkez6 allitasokat.

a
b

) Minden ablak nyitva van.

) Minden emeleten van olyan ablak, ami nyitva van.

c) Minden épiiletben van olyan emelet, ahol minden ablak nyitva van.

d) Ha st a nap, akkor tlrazni megyek.

e) Akkor és csak akkor megyek nyaralni, ha telitalalatom lesz a lotton.

f) Minden pozitiv e szamhoz van olyan & pozitiv szam, hogy barmely x valds szamra, ha

| x—a| <6,akkor | f(x)-f(a)| <e.
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3. Adjunk meg (i) szlikséges, de nem elégséges
(ii) elégséges, de nem sziikséges
(iii) szlikséges és elégséges
feltételt ahhoz, hogy az N szam oszthat6 legyen 6-tal.

4, Adjunk meg (i) szlikséges, de nem elégséges
(ii) elégséges, de nem sziikséges
(iii) szlikséges és elégséges
feltételt ahhoz, hogy egy négyszog téglalap legyen.
Megoldasok

1. Példaul a c) feladat megoldasa:
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2. a) Van olyan ablak, ami csukva van.

b) Van olyan emelet, ahol minden ablak csukva van.

c) Van olyan épiilet, ahol minden emeleten van olyan ablak, ami csukva van.

d) Legyen A: siit a nap, B: tirazni megyek. AzA = B = = A v Bimplikaci6 tagadasa a De Morgan-
azonossag segitségével: " (A= B) = " ("AV B) = ("A A" B=AA "B,

igy az allitas tagadasa: Slit a nap és megyek tdrazni.

e) Legyen A: nyaralni megyek, B: talitalalatom lesz a lotton. Az A < B = (A= B) A (B=A)
ekvivalencia tagadasa, felhasznalva a De Morgan-azonossagot és az - (A= B) = A A 7 B azonossa-
got:

“Ae=B)="(A=B) A (B=A)="(A=B) V- (B=A) = (AA-B) vV (BA-A

igy az 4llitas tagadasa: Nyaralni megyek és nem lesz telitaldlatom vagy telitaldlatom lesz és nem
megyek nyaralni.
f) Létezik olyan pozitiv e szam, hogy barmely & pozitiv szamhoz talalhato6 olyan x szam, hogy

| x-a| <6,de | f(x)-f(a) | = e

3. (i) szlikséges, de nem elégséges: példaul oszthatd 2-vel; oszthatd 3-mal; 0-ra végzadik; 4-re
végzodik.

(ii) elégséges, de nem sziikséges; példaul oszthatd 12-vel; oszthato 18-cal; 4-re végzidik és oszthato
3-mal.

(iii) sziikséges és elégséges: példaul oszthato 2-vel és 3-mal; felirhatd N = 6 k alakban, ahol k egész
szam.



4 | bevmat-eloadas-01.nb

4, (i) szlikséges, de nem elégséges: példaul van egy parhuzamos oldalparja; a szemkozti oldalai
parhuzamosak; az atloi felezik egymast; van derékszoge; van két derékszoge; a négyszog hirné-
gysz0g; a négyszog kozéppontosan szimmetrikus; a négyszog tengelyesen szimmetrikus; a
négyszog paralelogramma.

(ii) elégséges, de nem sziikséges: példaul a négyszog négyzet; a négyszog atldi merdlegesek és
felezik egymast.

(iii) sziikséges és elégséges: példaul a négysz6g minden szége derékszog; a négyszog hirnégyszog,
melynek két szomszédos szoge derékszog; a négyszog paralelogramma, melynek van derékszoge; a
négyszog szemkozti oldalai egyenlék, és van derékszoge; a négyszog szemkozti oldalai
parhuzamosak, és van derékszoge; van két szimmetriatengelye, melyek az oldalakra merélegesek.

Tovabbi feladatok: Babcsanyi |. példatar 3. fejezet (a pdf fajl 16. oldalatdl): https://math.bme.hu/je-
gyzetek/075001_Babcsanyi_Matematikai_Feladatgyujtemeny_I..pdf

Bizonyitasi modszerek

Direkt bizonyitas

A direkt bizonyitasnal igaz allitasbodl kiindulva helyes matematikai [épéseken keresztiil jutunk el a
bizonyitando allitashoz.

Példa: A szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség

. , , , , , i+ ax+..+40a, ., ,
Tétel: Barmely ay, ay, ..., a, € R nemnegativ valds szdimok esetén ———— >3/ 0,0, ...a, , és
n

egyenldség csak abban az esetben teljesiil, haa; =a, =. .. = a,,.

Bizonyitas n = 2 esetén: Ekvivalens atalakitadsokkal

a,; +d,

2v0,0, & (01+0,))°240,0) & a3-20,0,+0520 < (a;-0,)*20,

ami mindig teljesl, és egyenldség pontosan akkor all fenn, ha a; = a,.

Indirekt bizonyitas

Az indirekt bizonyitasnal feltessziik, hogy a bizonyitand¢ allitas tagadasa igaz, ez az indirekt fel-
tevés. Az indirekt feltevésbdl kiindulva helyes matematikai [épéseken keresztiil ellentmondasra
jutunk, ami azt jelenti, hogy az indirekt feltevés hamis, tehat az eredeti allitas igaz.

Feladatok:

1. Bizonyitsuk be, hogy egy tarsasagban, ahol az ismeretségek kolcsondsek, mindig talalhatd két
ember, akiknek ugyanannyiismerGse van.

Bizonyitas: Indirekt modon tegyiik fel, hogy nincs két ilyen ember, azaz egy n tagu tarsasagban
mindenkinek kilonb6z6 szamu ismerdse van. Egy ember ismeréseinek szdamao, 1,2, ..., n-1
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lehet, igy ennek az n darab szamnak mind el kell fordulnia. Ez azonban nem lehetséges, hiszen ha
valaki n - 1 embert ismer, azaz mindenkit, akkor a kélcsénds ismeretségek miatt nem lehet olyan
ember, akinek egyetlen ismerdse sincs.

2. Bizonyituk be, hogy a /3 szam irracionalis.

Bizonyitas: Indirekt médon tegyiik fel, hogy a v/3 racionalis, ekkor felirhaté két egész szam hanya-

a
dosaként, azaz /3 = E alakban, ahol a, b egészek és b = 0. Négyzetre emelve és b>-tel szorozva azt

kapjuk, hogy 3 b? = a?. Vizsgéljuk meg a két oldalon allé szdm primtényezds felbontasaban a 3
kitevGjét. Mivel egy négyzetszam primtényezds felbontasaban minden kitevd paros, ezért a jobb
oldalon a 3 paros kitevgjl hatvanya all, a bal oldalon pedig paratlan. Ez azonban ellentmond a

szamelmélet alaptételének, tehdt a v/3 nem racionalis.
3. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok primszam van.

Bizonyitas: Indirekt modon tegyiik fel, hogy csak véges sok primszam van, legyenek ezek
P1, P2, -y Pk- SzOrozzuk 6ssze ezeket a szamokat, és a szorzatukhoz adjunk hozza 1-et, azaz legyen

N=py Py ..-pi+1l

Ekkor az n szdm nem oszthatd a py, pa, ..., Pk primszamok egyikével sem, hiszen az osztasi maradék
mindig 1 lesz. Ezért az n vagy egy Ujabb primszam, vagy olyan Gsszetett szam, amelynek van a
felsorolt k darab primszamtdl kiilonb6zé primtényezéje. Abbél indultunk ki tehat, hogy pontosan k
darab primszam van, majd arra a kdvetkeztetésre jutottunk, hogy kell lennie még legalabb egy
primszdmnak, ami ellentmondas. igy az indirekt bizonyitas alapjan lathatd, hogy végtelen sok
primszam van.

Teljes indukcio

Jeloljon az A(n) olyan allitast, amely az n egész szamtol fligg. A bizonyitas két [épésbol all. Eloszor
megmutatjuk, hogy van olyan n, egész szam, amelyre az A(ny) allitas igaz. Azutan feltessziik, hogy
valamely n egész szamra A(n) igaz, s ennek alapjan bebizonyitjuk, hogy A(n + 1) is igaz. EzekbSl mar
kovetkezik, hogy A(n) igaz minden n = nq esetén.

Feladatok:

Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezé allitasok igazak, ha az n pozitiv egész szam nagyobb vagy egyenlé
valamely n, pozitiv egész szamnal (adjuk meg a legkisebb ilyen ny-t).

n nn+1
1.Zk=l+2+3+...+n= ( )
2
k=1
2.5 (2k-1)=1+3+5+...+(2n-1)=n’

x

1
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n nn+1)2n+1
3.Zk2=12+22+32+...+n2=M

k=1 6
4 n2n-1)2n+1
4. (2k-1P=17+3+5+..+(2n-1)*= ( ) )
3
k=1

4 nin+1)(n+2
S.Zk(k+l)=1-2+2-3+3'4+...+n'(n+1)=—( ) )

k=1
6.i1<3=l3+23+33+...+n3=(n(n+l))2

k=1 -
7.3">2"+7n

8. Keressiik meg a hibat a kdvetkezd bizonyitasban: Bebizonyitjuk, hogy minden egész szam
egyenld. Ehhez megmutatjuk, hogy minden egész szam egyenl6 a rakovetkez6 egész szammal.
Tegyiik fel, hogy az allitas igaz az n egész szamra, azazn = n + 1. Adjunk 1-et az egyenlet mindkét
oldalahoz, ekkor azt kapjuk, hogy n + 1 =n + 2, tehat a tulajdonsag 6roklédik.

9. Igazoljuk, hogy a)4 osztdja 5" - 1-nek;

b) 7 osztdja 11" — 4"-nek;

c) 3 osztdja2-7" + 1-nek;

d) 9 osztdja 100" - 1-nek.
Emlékeztet6: Az a, b természetes szamok esetén az a szamot a b osztéjanak nevezziik, ha van olyan
q természetes szdm, melyre a q = b. Ekkor azt mondjuk, hogy b oszthaté a-val. Jeldlés: a | b.

Tovabbi feladatok: Babcsanyi |. példatar 1. fejezet (a pdf fajl 8. oldalatdl): https://math.bme.hu/je-
gyzetek/075001_Babcsanyi_Matematikai_Feladatgyujtemeny_I..pdf

Skatulyaelv

1. Ha n darab dobozban legalabb n + 1 targyat akarunk elhelyezni, akkor legalabb egy dobozba
legalabb két targyat kell tenniink.

2. Ha n darab dobozban legalabb n k + 1 targyat akarunk elhelyezni, akkor legalabb egy dobozba
legalabb k darab targyat kell tenniink.

Feladatok

1. Valasszunk ki 6 kiilonb6z6 egész szamot 1-t6l 10-ig. Bizonyitsuk be, hogy van kozottiik kettd,
melyek 6sszege 11.

2. Bizonyitsuk be, hogy harom egész szam kozott mindig van kettd, amelyek 6sszege oszthatd 2-vel.
3. Bizonyitsuk be, hogy négy egész szam kozott mindig van kettd, amelyek 6sszege oszthat6 3-mal.

4, Bizonyitsuk be, hogy 6t 10-nél nagyobb primszam ko6zoétt mindig van kettd, amelyek kiilonbsége
oszthat6 10-zel.
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5. Egy terem padldjat tetszblegesen kifestettiik kékre vagy sargara. Mutassuk meg, hogy van
legalabb két ugyanolyan szini pont, amelyek tavolsaga 1 méter.

6. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2 egység oldall négyzet belsejében vagy a hataran kivalasztunk 5
tetszéleges pontot, akkor mindig lesz két olyan pont, amelyek tavolsaga legfeljebb V2.

7. Egy egységsugaru kor alaku céltablat 7 talalat ér. Bizonyitsuk be, hogy a talalatok kozott van
kett6, amelyek tavolsaga legfeljebb 1 egység.

8. Egy 15 méter oldall szabalyos haromszog alaku viragoskertben eliiltettiink 10 rézsatévet.
Mutassuk meg, hogy van kozottiik kettd, amelyek tavolsaga legfeljebb 5 méter.

9. Mutassuk meg, hogy egy 209 f6s évfolyamon biztosan van 5 hallgatd, akiknek ugyanazon a héten
van a sziiletésnapjuk.

10. Legalabb hany hallgaté jar egy tankorbe, ha biztosan vannak kozéttiik négyen, akiknek ugyanab-
ban a hénapban van a szliletésnapjuk?

11. Egy dobozban van 20 sarga, 30 piros és 40 kék golyd. Legalabb hany golydt kell visszatevés
nélkil taldlomra kivenni a dobozbdl, hogy biztosan legyen koztiik 5 sarga és 20 piros?

Megoldasok

1. Tekintsiik a kbvetkezd 5 szampart: (1, 10), (2, 9), (3, 8), (4, 7) és (5, 6). Minden szampar
esetében a szamok Gsszege 11. A skatulyaelv szerint (ahol ezek a szamparok a “skatulyak”), 6
kiilonb6z6 egész szamot valasztva 1-t6l 10-ig, lesz kozottiik kettd, amely ugyanazon szamparhoz
tartozik, tehat az 6sszegiik 11.

2. Harom egész szam kozott biztosan van kettd, amelyek azonos paritasiak (azaz mindkett6 paros
vagy mindkettd paratlan), igy az 6sszegiik biztosan paros.

3. Az egész szdmok 3-mal vald osztdsi maradéka 3-féle lehet: 0, 1, 2. igy a skatulyaelv miatt négy
egész szam kozott biztosan lesz kettd, amelyek 3-mal osztva ugyanazt az m maradékot adjak. Azaz
vannak olyan k; és k, egészek, melyekre e két szam a =3k, + m és b =3 k, + m alaku, igy
a-b=3(k, - k), tehat a kiilonbségiik oszthatd 3-mal.

4. A 10-nél nagyobb primek végzédése csak 1, 3, 7, 9 lehet, igy az 6t primszam kozott van két
azonos jegyre végz6do. Ezek kiilonbsége oszthato 10-zel.

5. Vegylink egy 1 m oldalu szabalyos haromszoget. A skatulyaelv miatt a cstcsai kozott lesz két
azonos szind.

6. A2 egység oldall négyzetet osszuk fel négy, egységnyi oldalu kis négyzetre gy, hogy a
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szemkozti oldalak felez6pontjait 6sszekatjiik. Ha a nagy négyzetben 5 tetsz6leges pontot kivalasz-
tunk, akkor a skatulyaelv miatt biztosan van kozoéttiik kettd, amelyik ugyanabba a kis négyzetbe

esik. Ezek tavolsaga legfeljebb annyi, mint a négyzet atléjanak hossza, azaz v'2 .

7. Osszuk fel a korlapot hat darab 60 °-os kzépponti szogl korcikkre. Ekkor a skatulyaelv miatt
lesz kozottiik olyan, amelybe két talalat esik, igy e két pont tavolsaga legfeljebb 1 egység.

8. Osszuk fel a 15 méter oldall szabalyos haromszoget az oldalaival parhuzamos egyenesekkel 9
darab 5 méter oldalu szabalyos haromszogre. Ekkor a skatulyaelv miatt lesz k6zottiik olyan,
amelybe két rozsaté esik, igy e két rozsaté tavolsaga legfeljebb 5 méter.

9. Mivel egy év 52 hétbdl all, ezért 208 hallgato esetén még el6forulhat az, hogy minden héten
pontosan 4 hallgaténak van sziiletésnapja. igy a skatulyaelv miatt 209 hallgat6 esetén mar biztosan
lesz olyan hét, amikor 5-en linneplik a sziiletésnapjukat.

10. Legalabb 37-en, hiszen 36 hallgaté esetén még el6fordulhat, hogy minden hénapban 3-an
sziilettek.

11. A megoldashoz a legkedvezé6tlenebb esetet kell megkeresniink, azaz meg kell talalni, hogy
mekkora az a legnagyobb szam, amelyre a feltételek még épp nem teljesiilnek.

a) A sarga golyok szempontjabdl a legrosszabb eset az, ha el6sz6r az 6sszes nem sarga golyot
hizzuk ki (30 + 40 = 70 db). Ekkor még 5 golydt kell kihtizni ahhoz, hogy meglegyen az 5 sarga golyo,
tehat 6sszesen 75 golyd kihlzasa szlikséges.

b) A piros golydk szempontjabdl a legrosszabb eset az, ha el6sz6r az 6sszes nem piros golyot
hizzuk ki (20 + 40 = 60 db). Ekkor még 20 golyot kell kihtizni ahhoz, hogy meglegyen a 20 piros
golyo, tehat 6sszesen 80 golyo kihlUzasa szlikséges.

A két szin koziil tehat a pirosra vonatkozé feltétel a szigoribb, igy a megoldas 80.



