2. el6badas
Halmazok

Definicio
Két halmazt akkor és csak akkor tekintiink egyenlének, ha elemeik ugyanazok.

Példaul: {1,2)={2,1}={1,1,2}={1,2,2,1,2,1}

A halmazt, amelynek nincs eleme, lires halmaznak nevezzik. Jele: @.

Az “x dolog eleme az A halmaznak” jelélése: x € A.

Az A halmazt a B halmaz részhalmazanak nevezzik (A c B), ha az A minden eleme B-nek is eleme.
Az A halmaz valddi része a B-nek (A c B), haAc B,de A+B.

Halmazokrél mindig csak mint egy adott alaphalmaz részhalmazairdl beszélink, még ha ezt az
alaphalmazt nem is nevezzik meg.

Halmazok megadasa: {xe alaphalmaz | feltételek x - re}

Jelblések

Valés szamok halmaza: R

Pozitiv valdés szamok halmaza: R*

Természetes szamok halmaza: N={0, 1, 2, 3, 4, ...}. Van, aholN={1, 2, 3, 4, ...} definicié szerepel,
ez csak megallapodas kérdése.

Egész szamok halmaza: Z2={..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...}
Pozitiv egészek halmaza: N* (vagy Z*).

K
Racionalis szamok halmaza: Q = {xe R | 3keZésneZ\{0}, melyrex = —}.
n

Intervallumok: Példaul [a;b]={xeR | a<x<b} [a;b[={xeR | asx<b}stb;
la; +oo[={xeR | a<x}, ]-o0; b]={xeR | x<b} stb.
Az ]a; b[, 1a; b] stb. helyett hasznalatos az (a; b), (a; b] stb. jeldlés is.

Mdveletek halmazokkal

Unié vagy egyesités: Az A és B halmaz A U B uni6jan azoknak az elemeknek a halmazat értjik,
amelyek a két halmaz kézul legalabb az egyikben benne vannak:
AUB={x| xeA vagy xeB}

Metszet vagy k6zds rész: Az A és B halmaz A n B metszetén azoknak az elemeknek a halmazat
ertjuk, amelyek mindkét halmazban benne vannak.
AN B={x| xeA és xeB}

Kiilonbség: Az A és B halmaz A\ B kilénbségén az A 6sszes olyan elemének a halmazat értjik,
amelyek nincsenek benne B-ben. A\B ={x| xeAésx¢B}



2 | bevmat-eloadas-02.nb

Komplementer: Az A halmaz H-ra vonatkozé komplementerén a H \ A halmazt értjuk. Jele: ZH. Ha
az alaphalmaz nincs megnevezve, a komplementert Zjelc")li.
Ay={xeH | xeA}

Azt mondjuk, hogy az A és B halmaz diszjunkt, ha AnB=43.

Descartes-szorzat

Rendezett parnal szamit a sorrend: (1, 2) #(2, 1)
Megjegyzeés: (a, b) ={{a}, {a, b}}

Descartes-szorzat: Ax B = {(a, b) | acAésbeB}

Azonossagok

Barmely A, B, C halmazra fennallnak az alabbi azonossagok:

Asszociativitas: (AnB)nC=An(BNnC), (AuUB)UC=AU(BUOC)
Kommutativitas: ANnB=BnNnA, AUB=BUA
Disztributivitdas:An (BUC)=(ANB)U(ANC), Au(BNC)=(AuB)n(AuC)

De Morgan-azonossagok: AnNB=AUB, AUB=ANB

Logikai szita formula

Jeldlje | M | az M halmaz elemeinek szamat. Ekkor fennalnak a kbvetkezd azonossagok (A, B, C
véges halmazok):

1.|AUB|=|A|+|B|-|AnB|
2. |AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|-|BnC|-|ANnC|+|AnBNC|

Feladatok

1. Hatarozza meg az (A\B)\C halmaz elemszamat, ha A tartalmazza az 6sszes 19-nél kisebb ter-
mészetes
szamot, tovabba B a primszamok halmaza és C a paros szamok halmazal!

2. Hany olyan 100-nal nem nagyobb pozitiv egész szam van, amely
a) oszthaté 2-vel vagy 3-mal;

b) oszthaté 2-vel, 3-mal vagy 5-tel,

b) nem oszthaté sem 2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel.

3. Egy osztalyban két tanulé nem jar szakkére. 17-en jarnak aritmetika, 12-en anatémia, 19-en
atletika szakkdrre. 6-an aritmetika és anatémia, 9-en anatémia és atletika, 7-en aritmetika és atletika
szakkérre is jarnak. 4-en mindharom szakkérre. Hany fés az osztaly?

Eredmeények

1. 6 elem(

2.a) 50+ 33 -1=67 darab

b) 50+33+20-16-10-6+ 3 =74 darab

c) 100 - 74 =26 darab

3. Legyen A, B, C rendre az osztaly aritmetika, anatomai és atletika szakkdréseinek halmaza és
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legyen D=ANBNC. Ekkor az adatok alapjan (példaul Venn-diagramban abrazolva) |D|=4, majd innen
a kettds metszeteket figyelve

| (ANB)\D | =2, | (BNC)\D | =5, | (CNA)\D | =3, és a csak egy halmazban lévé elemek

| (A\B)\C | =8, | (B\A)\C | =1, | (C\A)\B | =7, végul | AUBUC | =2. Az eredmény ennek a 8
db paronként diszjunkt halmaz elemszamanak 6sszege: 32. Vagy logikai szita formulaval:

| AUBUC | = |A|+|B|+|C|-|ANB|-|ANB| - | BNC | + | ANBNC | =, azaz az oszta-

17+12+19-6-9-7+4=30
lylétszam 32.

Szamtani és mértani sorozatok

Szamtani sorozatok

Definicié: Az (a,) sorozat szamtani sorozat, ha minden n pozitiv egészre a,, — a, = d vagy
ape1=ap+d.
d: differencia

Allitas: Az (a,) szamtani sorozat n-edik tagja: a,=a; +(n-1)d
Bizonyitas: Teljes indukcidval.
1) lépés: a,=a, +d
az=a,+d=(a;+d)+d=a+2d
a4=ag+d=(a1 +2d)+d=a1 +3d
Tehatn=1, 2, 3, 4 esetén igaz az allitas.
2) l1épés: Tegyik fel, hogy a,_1 = a4 + (n - 2) d. Ekkor a definici6 alapjan
apn=ap1+d=(a;+(n-2)d)+d=a;+(n-1)d

Ez éppen a bizonyitandd egyenléség, tehat az allitas minder n-re igaz.

d>0 monoton névd, alulrél korlatos
Tulajdonsagok: Ha { d <0, akkor az (a,) sorozat { monoton csékkend, felllrdl korlatos.
d=0 allandé sorozat, korlatos

Szamtani kézép tulajdonsag

Ha (a,) szdmtani sorozat, akkor

ap.q=ap—-d
= ap1tap=(ap-d)+(a,+d)=2a,
ans1=ap+d
i . . . ap-1 t+ansq
Igy minden n=2 egész esetén: a,= ———
2
. . , ap-k + an+k
Hasonléan, minden n> k esetén a, = ———
2

Az elsé n tag 6sszege: S,

Az elsé n tag 6sszegét kétféleképpen felirva, majd az egyenleteket 6sszeadva:
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S,=aj+ax+az+..+apo+a,_1+a,
Sp=ap+ap1+apo+...+az+as+ay

2Sp=(a1+ap)+(az+an-1)+(az+an-2)+... (@n-2+a3) +(an-1 + az) + (an + a1)
Az 6sszeg minden tagja a, + a,-nel egyenlé, ugyanis

a+ap_1=(a1+d)+(a,-d)=a4+a,
as+apo,=(a1+2d)+(a,-2d)=aq +a,stb.

. ai+ap
lgy2S,=(a1+a,) n = S,= .
2a;+(n-1)d
Felhasznalva, hogy a,=a+(n-1)d = S,=——n
2
Mértani sorozatok

an+

Definicié: Az (a,) sorozat mértani sorozat, ha minden n pozitiv egészre = gvagy ap.1=an-q
an

(an*0).
g: kvéciens vagy hanyados

Allitas: Az (a,) mértani sorozat n-edik tagja: a,=a q"".
Bizonyitas: Teljes indukcioval (hazi feladat).

azonos eléjelliek

>0
Tulajdonsagok: Ha q , akkor a sorozat tagjai , e
g<0 valtakozo el6jelliek

g>1 monoton névé
Ha{ 0<qg<1, akkor az (a,) sorozat { monoton csékkend.
qg=1 allandé sorozat

Mértani kézép tulajdonsag

Ha (a,) mértani sorozat, akkor

an
ap1=— an 5 Voo
g = ap1@wm=—rapq=a, = |ap|=Van1an
- q
any1=anq

Ha a,_4, @p, @ns1 >0, N22, akkor a, =V @p_1-ans1 -
Az elsé n tag 6sszege: S,

Hag=1, akkor S,=ai+ay+a+...+a;+a;=n-ay.
Ha g # 1, akkor

Az els6 n tag 6sszegét g-val szorozva, majd a masodik egyenletbdl az elsdt kivonva:
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S,=aj+a;q+a1Gg°+..+a;q"%2+a;q""

2 3 n-1 n
S,rg=a1q+a1q¢°+a1q°+...+a1q" +a1q

Sn-q-Sp=a:q¢* - a;
Sn(@-1)=a:(q"-1)

q"-1

= S,=aq" (ahol g #1).

Feladatok

1. Egy szamtani sorozat elsé tagja 120, a nyolcadik tagja a sorozat differenciajaval egyenldé. Mennyi
a sorozat masodik tagja?

2. Egy kdnyvszekrény alsé polcan 18 kényv van, és félétte minden polcon harommal tébb, mint az
alatta lévén. Osszesen hany polc van a kényvszekrényben, ha tudjuk, hogy a legfelsé polcon 50-nél
tébb, de 54-nél kevesebb kényv van?

3. Hatarozza meg az elsé 100 harommal oszthaté pozitiv egész szam 6sszegét!

4. Egy szamtani sorozat elsé harom tagjanak ésszege 12, a harmadik, negyedik, és 6tédik tag
6sszege 30. Mennyi az elsé 10 tag ésszege?

5. Egy moziterem nézéterének utolsé, huszadik soraban 34 férohely van. Az elsé sortél kezdve
minden kdvetkezd sorban eggyel tdbb szék van, mint az elbtte Iévén. Hanyan lehetnek a moziban
szombat este egy telthazas eldadas alatt?

6. Egy deréksz6gli haromszég oldalhosszai szamtani sorozatot alkotnak. A kéréirt kér sugara 5 cm.
Mennyi a haromszég kerllete?

7. Egy haromszdg oldalai egy szamtani sorozat egymast kévetd tagjai. A haromszég kerilete 36 cm,
legrévidebb és leghosszabb oldalanak szorzata 108 cm. Hany centiméter hosszu a haromszég
leghosszabb oldala?

8. Harom szam mértani sorozatot alkot. Szorzatuk -8, 6sszegik 3. Hatarozzuk meg a sorozat elsé
harom tagjat.

9. Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak 6sszege -7, az els6 és a harmadik tag szorzata 9.
Hatarozzuk meg a sorozat elsé harom tagjat.

10. Egy mértani sorozat elsé 5 tagjanak szorzata 1, az elsé harom tag 6sszege 3. Hatarozzuk meg a
sorozat elsd tagjat és hanyadosat.

Eredmények
1.100 2.12 3.15150 4.145 5.490 6.24cm 7.18cm 8.1, -2,4vagy4, -2,1

1
9.-1,3,-9vagy -9, 3,-1 10.a,=1,g=1vagy a| =4, qz—E



